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Fourier Transform

傅里叶变换

基本公式

欧拉公式

𝑒𝑗𝜃 = cos 𝜃 + 𝑗 sin 𝜃
𝑒−𝑗𝜃 = cos(−𝜃) + 𝑗 sin(−𝜃)

= cos 𝜃 − 𝑗 sin 𝜃
𝑒𝑗𝜋 = cos 𝜋 + 𝑗 sin 𝜋 = −1

𝑒𝑗𝜋𝑥 = cos 𝜋𝑥 + 𝑗 sin 𝜋𝑥 = (−1)𝑥

连续傅里叶变换

一维连续傅里叶变换公式及其反变换公式：

𝔍{𝑓(𝑡)} = ∫
∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝑡𝑑𝑡 = 𝐹(𝑢)

𝔍−1{𝐹(𝑢)} = ∫
∞

−∞
𝐹(𝑢)𝑒𝑗2𝜋𝑢𝑡𝑑𝑢 = 𝑓(𝑡)

二维连续傅里叶变换公式及其反变换公式：

𝐹(𝑢, 𝑣) = ∫
∞

−∞
∫

∞

−∞
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑗2𝜋(𝑢𝑥+𝑣𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫
∞

−∞
∫

∞

−∞
𝐹(𝑢, 𝑣)𝑒𝑗2𝜋(𝑢𝑥+𝑣𝑦)𝑑𝑢𝑑𝑣

离散傅里叶变换

一维离散傅里叶变换公式及其反变换公式：

𝐹(𝑢) = 1
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

𝑓(𝑥)𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝑥/𝑁

𝑓(𝑥) =
𝑁−1
∑
𝑢=0

𝐹(𝑢)𝑒𝑗2𝜋𝑢𝑥/𝑁

可以看出 𝑥和 𝑢的取值范围都是 0, 1, 2, ⋯ , 𝑁 − 1，𝑥是空间域的坐标，𝑢是频率域的坐标。
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Fourier Transform

二维离散傅里叶变换公式及其反变换公式：

𝐹(𝑢, 𝑣) = 1
𝑀𝑁

𝑀−1
∑
𝑥=0

𝑁−1
∑
𝑦=0

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑗2𝜋(𝑢𝑥/𝑀+𝑣𝑦/𝑁)

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑀−1
∑
𝑢=0

𝑁−1
∑
𝑣=0

𝐹(𝑢, 𝑣)𝑒𝑗2𝜋(𝑢𝑥/𝑀+𝑣𝑦/𝑁)

易得：

𝐹(0, 0) = 1
𝑀𝑁

𝑀−1
∑
𝑥=0

𝑁−1
∑
𝑦=0

𝑓(𝑥, 𝑦) = ̄𝑓

极坐标形式

令ℜ(𝑢, 𝑣)表示实部，ℑ(𝑢, 𝑣)表示虚部，那么有:

𝐹(𝑢, 𝑣) = |𝐹(𝑢, 𝑣)|𝑒𝑗𝜙(𝑢,𝑣) 极坐标形式

|𝐹 (𝑢, 𝑣)| = √ℜ2(𝑢, 𝑣) + ℑ2(𝑢, 𝑣) 幅度谱或频率谱

𝜙(𝑢, 𝑣) = arctan ℑ(𝑢, 𝑣)
ℜ(𝑢, 𝑣) 相角或相位谱

𝑃(𝑢, 𝑣) = |𝐹(𝑢, 𝑣)|2 = ℜ2(𝑢, 𝑣) + ℑ2(𝑢, 𝑣) 功率谱

基本性质

平移性

平移是针对离散傅里叶变换而言的，对连续时域的讨论见时移。
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Fourier Transform

𝐹(𝑢 − 𝑢0, 𝑣 − 𝑣0) = 1
𝑀𝑁

𝑀−1
∑
𝑥=0

𝑁−1
∑
𝑦=0

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑗2𝜋((𝑢−𝑢0)𝑥/𝑀+(𝑣−𝑣0)𝑦/𝑁)

= 1
𝑀𝑁

𝑀−1
∑
𝑥=0

𝑁−1
∑
𝑦=0

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑗2𝜋(𝑢𝑥/𝑀+𝑣𝑦/𝑁)𝑒𝑗2𝜋(𝑢0𝑥/𝑀+𝑣0𝑦/𝑁)

= 1
𝑀𝑁

𝑀−1
∑
𝑥=0

𝑁−1
∑
𝑦=0

[𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒𝑗2𝜋(𝑢0𝑥/𝑀+𝑣0𝑦/𝑁)]𝑒−𝑗2𝜋(𝑢𝑥/𝑀+𝑣𝑦/𝑁)

⇔ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒𝑗2𝜋(𝑢0𝑥/𝑀+𝑣0𝑦/𝑁)

𝑓(𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0) =
𝑀−1
∑
𝑢=0

𝑁−1
∑
𝑣=0

𝐹(𝑢, 𝑣)𝑒𝑗2𝜋(𝑢(𝑥−𝑥0)/𝑀+𝑣(𝑦−𝑦0)/𝑁)

=
𝑀−1
∑
𝑢=0

𝑁−1
∑
𝑣=0

𝐹(𝑢, 𝑣)𝑒𝑗2𝜋(𝑢𝑥/𝑀+𝑣𝑦/𝑁)𝑒−𝑗2𝜋(𝑢𝑥0/𝑀+𝑣𝑦0/𝑁)

=
𝑀−1
∑
𝑢=0

𝑁−1
∑
𝑣=0

[𝐹 (𝑢, 𝑣)𝑒−𝑗2𝜋(𝑢𝑥0/𝑀+𝑣𝑦0/𝑁)]𝑒𝑗2𝜋(𝑢𝑥/𝑀+𝑣𝑦/𝑁)

⇔ 𝐹(𝑢, 𝑣)𝑒−𝑗2𝜋(𝑢𝑥0/𝑀+𝑣𝑦0/𝑁)

周期性

二维傅里叶变换在 𝑢方向和 𝑣方向都是无限周期的，即：

𝐹(𝑢, 𝑣) = 𝐹(𝑢 + 𝑘1𝑀, 𝑣 + 𝑘2𝑁)
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥 + 𝑘1𝑀, 𝑦 + 𝑘2𝑁)
where 𝑘1 ∈ ℤ, 𝑘2 ∈ ℤ

假设我们将 𝐹(𝑢, 𝑣)平移，令 𝑢0 = 𝑀
2 ，𝑣0 = 𝑁

2 ，那么：

𝐹(𝑢 − 𝑀
2 , 𝑣 − 𝑁

2 ) ⇔ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒𝑗𝜋(𝑥+𝑦)

因为 𝑒𝑗𝜋𝑥 = (−1)𝑥，所以：

𝐹(𝑢 − 𝑀
2 , 𝑣 − 𝑁

2 ) ⇔ 𝑓(𝑥, 𝑦)(−1)𝑥+𝑦

所以频率域滤波的第一步就是用 (−1)𝑥+𝑦 乘以空间域的图像，来进行中心变换，这样就可以将频率域的原点移动到空

间域的中心，然后再进行图像的傅里叶变换。
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Fourier Transform

对称性

对于二维离散傅里叶变换，𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ，且 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣 ∈ ℤ，那么：

𝐹(𝑢, 𝑣) = 1
𝑀𝑁

𝑀−1
∑
𝑥=0

𝑁−1
∑
𝑦=0

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑗2𝜋(𝑢𝑥/𝑀+𝑣𝑦/𝑁)

= 1
𝑀𝑁

𝑀−1
∑
𝑥=0

𝑁−1
∑
𝑦=0

𝑓(𝑥, 𝑦) cos(2𝜋(𝑢𝑥/𝑀 + 𝑣𝑦/𝑁))
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

ℝ

−𝑗 1
𝑀𝑁

𝑀−1
∑
𝑥=0

𝑁−1
∑
𝑦=0

𝑓(𝑥, 𝑦) sin(2𝜋(𝑢𝑥/𝑀 + 𝑣𝑦/𝑁))
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

ℝ

𝐹(−𝑢, −𝑣) = 1
𝑀𝑁

𝑀−1
∑
𝑥=0

𝑁−1
∑
𝑦=0

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑗2𝜋(−𝑢𝑥/𝑀−𝑣𝑦/𝑁)

= 1
𝑀𝑁

𝑀−1
∑
𝑥=0

𝑁−1
∑
𝑦=0

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒𝑗2𝜋(𝑢𝑥/𝑀+𝑣𝑦/𝑁)

= 1
𝑀𝑁

𝑀−1
∑
𝑥=0

𝑁−1
∑
𝑦=0

𝑓(𝑥, 𝑦) cos(2𝜋(𝑢𝑥/𝑀 + 𝑣𝑦/𝑁)) + 𝑗 1
𝑀𝑁

𝑀−1
∑
𝑥=0

𝑁−1
∑
𝑦=0

𝑓(𝑥, 𝑦) sin(2𝜋(𝑢𝑥/𝑀 + 𝑣𝑦/𝑁))

= 𝐹 ∗(𝑢, 𝑣)

同样

|𝐹 (−𝑢, −𝑣)| = |𝐹(𝑢, 𝑣)|

奇偶性

先前讨论的二维离散傅里叶变换都是在实数域上的，而奇偶性是针对连续复数域上的函数 𝑓(𝑥, 𝑦)而言的，这里我们对
一维连续傅里叶变换进行讨论，二维的情况类似。

𝐹(𝑢) = ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥)𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝑥𝑑𝑥

= ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) cos(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥 − 𝑗 ∫

∞

−∞
𝑓(𝑥) sin(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥

我们首先讨论 𝑓(𝑥)是实函数或虚函数的情况：

1. 若 𝑓(𝑥)是实函数，那么：
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Fourier Transform

𝐹(−𝑢) = ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) cos(−2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥 − 𝑗 ∫

∞

−∞
𝑓(𝑥) sin(−2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥

= ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) cos(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
ℜ

+ 𝑗 ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) sin(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
ℑ

= [∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) cos(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥 − 𝑗 ∫

∞

−∞
𝑓(𝑥) sin(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥]∗

= 𝐹 ∗(𝑢)

2. 若 𝑓(𝑥)是虚函数，那么：

𝐹(−𝑢) = ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) cos(−2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥 − 𝑗 ∫

∞

−∞
𝑓(𝑥) sin(−2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥

= ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) cos(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
ℑ

+ 𝑗 ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) sin(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
ℜ

= −[∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) cos(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥 − 𝑗 ∫

∞

−∞
𝑓(𝑥) sin(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥]∗

= −𝐹 ∗(𝑢)

接着讨论 𝑓(𝑥)是偶函数或奇函数的情况：

1. 若 𝑓(𝑥)是偶函数，那么：

∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) cos(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥 = 2 ∫

∞

0
𝑓(𝑥) cos(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥

∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) sin(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥 = 0

𝐹(𝑢) = ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) cos(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥

𝐹(−𝑢) = ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) cos(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥 + 𝑗 ∫

∞

−∞
𝑓(𝑥) sin(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥

= ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) cos(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥

= 𝐹(𝑢)

2. 若 𝑓(𝑥)是奇函数，那么：
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∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) cos(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥 = 0

∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) sin(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥 = 2 ∫

∞

0
𝑓(𝑥) sin(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥

𝐹(𝑢) = −𝑗 ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) sin(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥

𝐹(−𝑢) = ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) cos(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥 + 𝑗 ∫

∞

−∞
𝑓(𝑥) sin(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥

= 𝑗 ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥) sin(2𝜋𝑢𝑥)𝑑𝑥

= −𝐹(𝑢)

说明 𝐹(𝑢)的奇偶性取决于 𝑓(𝑥)的奇偶性

线性

𝔍{𝛼𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝛽𝑔(𝑥, 𝑦)} = 𝛼𝔍{𝑓(𝑥, 𝑦)} + 𝛽𝔍{𝑔(𝑥, 𝑦)}

卷积

以一维连续卷积为例：

(𝑓 ⋆ ℎ)(𝑡) = ∫
∞

−∞
𝑓(𝜏)ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏

对其进行傅里叶变换：
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𝔍{(𝑓 ⋆ ℎ)(𝑡)} = ∫
∞

−∞
∫

∞

−∞
𝑓(𝜏)ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝑡𝑑𝑡

= ∫
∞

−∞
𝑓(𝜏)[∫

∞

−∞
ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝑡𝑑𝑡]𝑑𝜏

令𝑡 − 𝜏 = 𝑚则𝑡 = 𝑚 + 𝜏 ,𝑑𝑡 = 𝑑𝑚

= ∫
∞

−∞
𝑓(𝜏)[∫

∞

−∞
ℎ(𝑚)𝑒−𝑗2𝜋𝑢(𝑚+𝜏)𝑑𝑚]𝑑𝜏

= ∫
∞

−∞
𝑓(𝜏)[∫

∞

−∞
ℎ(𝑚)𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝑚𝑑𝑚]𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝜏𝑑𝜏

= ∫
∞

−∞
𝑓(𝜏)𝐻(𝑢)𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝜏𝑑𝜏

= 𝐻(𝑢) ∫
∞

−∞
𝑓(𝜏)𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝜏𝑑𝜏

= 𝐻(𝑢)𝐹(𝑢)

所以空间域上的卷积在频率域上就是乘积。此外，频率域的卷积类似于空间域的乘积。

(𝑓 ⋆ ℎ)(𝑡) ⇔ 𝐹(𝑢)𝐻(𝑢)
(𝑓 ⋅ ℎ)(𝑡) ⇔ (𝐹 ⋆ 𝐻)(𝑢)

相关

复习一下空域上的二维卷积：

(𝑓 ⋆ ℎ)(𝑥, 𝑦) = 1
𝑀𝑁

𝑀−1
∑
𝑚=0

𝑁−1
∑
𝑛=0

𝑓(𝑚, 𝑛)ℎ(𝑥 − 𝑚, 𝑦 − 𝑛)

空域上的离散相关与内积类似，定义为：

(𝑓 ∘ ℎ)(𝑥, 𝑦) = 1
𝑀𝑁

𝑀−1
∑
𝑚=0

𝑁−1
∑
𝑛=0

𝑓∗(𝑚, 𝑛)ℎ(𝑥 + 𝑚, 𝑦 + 𝑛)

(𝑓 ∘ ℎ)(𝑥, 𝑦) ⇔ 𝐹 ∗(𝑢, 𝑣)𝐻(𝑢, 𝑣)
𝑓∗(𝑥, 𝑦)ℎ(𝑥, 𝑦) ⇔ (𝐹 ∘ 𝐻)(𝑢, 𝑣)

(𝑓 ∘ 𝑓)(𝑥, 𝑦) ⇔ |𝐹(𝑢, 𝑣)|2

|𝑓(𝑥, 𝑦)|2 ⇔ (𝐹 ∘ 𝐹)(𝑢, 𝑣)
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尺度变换

𝔍{𝑓(𝑎𝑡)} = ∫
∞

−∞
𝑓(𝑎𝑡)𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝑡𝑑𝑡

令𝑎𝑡 = 𝜏 则𝑡 = 𝜏
𝑎 ,𝑑𝑡 = 𝑑𝜏

𝑎
= ∫

∞

−∞
𝑓(𝜏)𝑒−𝑗2𝜋 𝑢

𝑎 𝜏 𝑑𝜏
𝑎

= 1
𝑎 ∫

∞

−∞
𝑓(𝜏)𝑒−𝑗2𝜋 𝑢

𝑎 𝜏𝑑𝜏

= 1
𝑎𝐹(𝑢

𝑎)

时移

与空域类似，时域上的平移也满足类似的性质，即：

𝔍{𝑓(𝑡 − 𝑡0)} = ∫
∞

−∞
𝑓(𝑡 − 𝑡0)𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝑡𝑑𝑡

令𝑡 − 𝑡0 = 𝜏 则𝑡 = 𝜏 + 𝑡0 ,𝑑𝑡 = 𝑑𝜏

= ∫
∞

−∞
𝑓(𝜏 + 𝑡0)𝑒−𝑗2𝜋𝑢(𝜏+𝑡0)𝑑𝜏

= 𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝑡0 ∫
∞

−∞
𝑓(𝜏 + 𝑡0)𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝜏𝑑𝜏

= 𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝑡0𝐹(𝑢)

冲激函数

𝔍{𝛿(𝑡)} = ∫
∞

−∞
𝛿(𝑡)𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝑡𝑑𝑡

= 𝑒−𝑗2𝜋𝑢0 = 1

𝔍{𝛿(𝑡 − 𝑡0)} = ∫
∞

−∞
𝛿(𝑡 − 𝑡0)𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝑡𝑑𝑡

= 𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝑡0

基本步骤

频率域滤波的基本步骤如下：
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1. 用 (−1)𝑥+𝑦 乘以空间域的图像，来进行中心变换，这样就可以将频率域的原点移动到空间域的中心，然后再进

行图像的傅里叶变换。

2. 计算图像的傅里叶变换 𝐹(𝑢, 𝑣)。
3. 用滤波器𝐻(𝑢, 𝑣)乘以 𝐹(𝑢, 𝑣)，得到𝐺(𝑢, 𝑣)。
4. 计算𝐺(𝑢, 𝑣)的反傅里叶变换 𝑔(𝑥, 𝑦)。
5. 保留 𝑔(𝑥, 𝑦)的实部。
6. 用 (−1)𝑥+𝑦 乘以 𝑔(𝑥, 𝑦)，得到 𝑔′(𝑥, 𝑦)。

更完整地，我们一般先对图像进行填充使其大小为 𝑃 × 𝑄，其中 𝑃 = 2𝑀，𝑄 = 2𝑁，然后再乘上 (−1)𝑥+𝑦；同

样，反变换处理后的图像最终也要裁剪，我们保留左上角的𝑀 × 𝑁 部分。

频率域滤波

频率域滤波是指在频率域上将滤波器𝐻(𝑢, 𝑣)乘以图像的傅里叶变换 𝐹(𝑢, 𝑣)，得到𝐺(𝑢, 𝑣)，然后再将𝐺(𝑢, 𝑣)进
行反傅里叶变换，得到滤波后的图像 𝑔(𝑥, 𝑦)。

𝑔(𝑥, 𝑦) = ℜ{𝔍−1{𝐻(𝑢, 𝑣)𝐹(𝑢, 𝑣)}}(−1)𝑥+𝑦

低通滤波器

理想低通滤波器

𝐻(𝑢, 𝑣) =
⎧{
⎨{⎩

1 if 𝐷(𝑢, 𝑣) ≤ 𝐷0

0 if 𝐷(𝑢, 𝑣) > 𝐷0

其中𝐷(𝑢, 𝑣)表示频率域上的距离，𝐷0 表示截止频率。

𝐷(𝑢, 𝑣) = √(𝑢 − 𝑃
2 )2 + (𝑣 − 𝑄

2 )2

理想低通滤波器包含的功率比例为：

𝑝𝐷0
=

∑𝐷(𝑢,𝑣)≤𝐷0
|𝐹 (𝑢, 𝑣)|2

∑𝑃−1
𝑢=0 ∑𝑄−1

𝑣=0 |𝐹 (𝑢, 𝑣)|2

高斯低通滤波器

二维频域上截止频率为𝐷0 的高斯低通滤波器：
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𝐻(𝑢, 𝑣) = 𝑒−𝐷2(𝑢,𝑣)/2𝐷2
0

一维频域上的标准差为 𝜎的高斯低通滤波器：

𝐻(𝑢) = 𝐴𝑒− 𝑢2
2𝜎2

反求空间域的滤波器：

ℎ(𝑥) = 𝔍−1{𝐻(𝑢)}

= 𝔍−1{𝐴𝑒− 𝑢2
2𝜎2 }

= ∫
∞

−∞
𝐴𝑒− 𝑢2

2𝜎2 𝑒𝑗2𝜋𝑢𝑥𝑑𝑢

= ∫
∞

−∞
𝐴𝑒− 𝑢2

2𝜎2 +𝑗2𝜋𝑢𝑥𝑑𝑢

= ∫
∞

−∞
𝐴𝑒−( 𝑢√

2𝜎 −𝑗
√

2𝜋𝜎𝑥)2𝑒−2𝜋2𝜎2𝑥2𝑑𝑢

= 𝐴𝑒−2𝜋2𝜎2𝑥2 ∫
∞

−∞
𝑒−( 𝑢√

2𝜎 −𝑗
√

2𝜋𝜎𝑥)2𝑑𝑢

= 𝐴𝑒−2𝜋2𝜎2𝑥2 ∫
∞

−∞
𝑒− 1

2𝜎2 (𝑢−𝑗2𝜋𝜎2𝑥)2𝑑𝑢

令𝑟 = 𝑢 − 𝑗2𝜋𝜎2𝑥则𝑢 = 𝑟 + 𝑗2𝜋𝜎2𝑥 ,𝑑𝑢 = 𝑑𝑟

= 𝐴𝜎
√

2𝜋𝑒−2𝜋2𝜎2𝑥2 ∫
∞

−∞

1
𝜎

√
2𝜋𝑒− 𝑟2

2𝜎2 𝑑𝑟

= 𝐴𝜎
√

2𝜋𝑒−2𝜋2𝜎2𝑥2

巴特沃斯低通滤波器

𝐻(𝑢, 𝑣) = 1
1 + [𝐷(𝑢, 𝑣)/𝐷0]2𝑛

越接近原点的频率越容易通过滤波器，𝑛越大，越接近理想低通滤波器。

高通滤波器

频率域上的高通滤波器可以通过频率域上的低通滤波器得到，即：

𝐻ℎ𝑝(𝑢, 𝑣) = 1 − 𝐻𝑙𝑝(𝑢, 𝑣)
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理想高通滤波器

𝐻(𝑢, 𝑣) =
⎧{
⎨{⎩

0 if 𝐷(𝑢, 𝑣) ≤ 𝐷0

1 if 𝐷(𝑢, 𝑣) > 𝐷0

高斯高通滤波器

𝐻(𝑢, 𝑣) = 1 − 𝑒− 𝐷2(𝑢,𝑣)
2𝐷2

0

巴特沃斯高通滤波器

𝐻(𝑢, 𝑣) = 1
1 + [𝐷0/𝐷(𝑢, 𝑣)]2𝑛

注意巴特沃斯低通滤波器和高通滤波器的分母不同

频率域中的拉普拉斯

𝐻(𝑢, 𝑣) = −4𝜋2[(𝑢 − 𝑃
2 )2 + (𝑣 − 𝑄

2 )2] = −4𝜋2𝐷2(𝑢, 𝑣)

给定图像 𝑓(𝑥, 𝑦)的傅里叶变换 𝐹(𝑢, 𝑣)，那么其拉普拉斯算子为：

∇2𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝔍−1{𝐻(𝑢, 𝑣)𝐹(𝑢, 𝑣)}

对应的图像增强/锐化方法为：

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑐∇2𝑓(𝑥, 𝑦)

如果𝐻(𝑢, 𝑣)是负数，那么 𝑐 = −1，与拉普拉斯核的中心系数的正负关系类似。

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝔍−1{𝐹(𝑢, 𝑣) − 𝐻(𝑢, 𝑣)𝐹(𝑢, 𝑣)}
= 𝔍−1{𝐹(𝑢, 𝑣)(1 + 4𝜋2𝐷2(𝑢, 𝑣))}

频率域中的钝化掩蔽

空域的钝化掩蔽是从原始图像中减去一个平滑图像，从而得到边缘图像：
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𝑔𝑚𝑎𝑠𝑘 = 𝑓(𝑥, 𝑦) − (𝑓 ⋆ ℎ𝑙𝑝)(𝑥, 𝑦)

再将边缘图像加回到原始图像中，从而得到增强的图像：

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑘𝑔𝑚𝑎𝑠𝑘

其中 𝑘是一个常数，ℎ𝑙𝑝 是一个低通滤波器的空域核。对应的频域表示为：

𝑔𝑚𝑎𝑠𝑘 ⇔ 𝐹(𝑢, 𝑣) − 𝐻𝑙𝑝(𝑢, 𝑣)𝐹(𝑢, 𝑣)
𝑔(𝑥, 𝑦) ⇔ 𝐹(𝑢, 𝑣) + 𝑘[𝐹(𝑢, 𝑣) − 𝐻𝑙𝑝(𝑢, 𝑣)𝐹(𝑢, 𝑣)]

⇔ (1 + 𝑘)𝐹(𝑢, 𝑣) − 𝑘𝐻𝑙𝑝(𝑢, 𝑣)𝐹(𝑢, 𝑣)
⇔ (1 + 𝑘 − 𝑘𝐻𝑙𝑝(𝑢, 𝑣))𝐹(𝑢, 𝑣)

选择性滤波

带阻滤波器和带通滤波器

低通滤波器和高通滤波器以截断频率𝐷0 为界，分别将低于截断频率和高于截断频率的频率滤除，而带阻滤波器和带通

滤波器则是在中心频率𝐶0 (频带中心)附近滤除或保留一定带宽的频率。

理想带阻滤波器：

𝐻(𝑢, 𝑣) =
⎧{
⎨{⎩

0 if 𝐶0 − 𝑊
2 ≤ 𝐷(𝑢, 𝑣) ≤ 𝐶0 + 𝑊

2

1 otherwise

高斯带阻滤波器：

𝐻(𝑢, 𝑣) = 1 − 𝑒− [𝐷(𝑢,𝑣)−𝐶0]2
2𝜎2

这个滤波器的问题是𝐷(𝑢, 𝑣) = 0时𝐻(𝑢, 𝑣) < 1，对低频信号起到了抑制作用，所以我们可以将其改为修正高斯带
阻滤波器：

𝐻(𝑢, 𝑣) = 1 − 𝑒− 1
2 [ 𝐷2(𝑢,𝑣)−𝐶2

0
𝐷(𝑢,𝑣)𝑊 ]2

巴特沃斯带阻滤波器：
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𝐻(𝑢, 𝑣) = 1
1 + [ 𝐷(𝑢,𝑣)𝑊

𝐷2(𝑢,𝑣)−𝐶2
0
]2𝑛

陷波滤波器

陷波滤波器假定两个对称的中心频率 (𝑀
2 + 𝑢𝑘, 𝑁

2 + 𝑣𝑘)和 (𝑀
2 − 𝑢𝑘, 𝑁

2 − 𝑣𝑘)，那么对应的距离为：

𝐷𝑘(𝑢, 𝑣) = √(𝑢 − 𝑀
2 − 𝑢𝑘)2 + (𝑣 − 𝑁

2 − 𝑣𝑘)2

𝐷−𝑘(𝑢, 𝑣) = √(𝑢 − 𝑀
2 + 𝑢𝑘)2 + (𝑣 − 𝑁

2 + 𝑣𝑘)2

陷波滤波器的一般形式为：

𝐻(𝑢, 𝑣) =
𝐾

∏
𝑘=1

𝐻𝑘(𝑢, 𝑣)𝐻−𝑘(𝑢, 𝑣)

陷波带通滤波器可由 1减去陷波带阻滤波器得到：

𝐻𝑁𝑃 (𝑢, 𝑣) = 1 − 𝐻𝑁𝑅(𝑢, 𝑣)

在第二版教材中，作者给出了一个更简单的形式，只考虑两个中心频率，将频率点距离两个中心的距离重写为𝐷1(𝑢, 𝑣)
和𝐷2(𝑢, 𝑣)，将半径重写为𝐷0。

理想陷波带阻滤波器：

𝐻(𝑢, 𝑣) =
⎧{
⎨{⎩

0 if 𝐷1(𝑢, 𝑣) ≤ 𝐷0 or 𝐷2(𝑢, 𝑣) ≤ 𝐷0

1 otherwise

阶数为 𝑛的巴特沃斯陷波带阻滤波器：

𝐻(𝑢, 𝑣) = 1
1 + [ 𝐷2

0
𝐷1(𝑢,𝑣)𝐷2(𝑢,𝑣) ]𝑛

高斯陷波带阻滤波器：

𝐻(𝑢, 𝑣) = 1 − 𝑒− 1
2 [ 𝐷1(𝑢,𝑣)𝐷2(𝑢,𝑣)

𝐷2
0

]
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